
❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦rt❛❧✐t② Pr♦❥❡❝t✐♦♥s✿ ❆ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡

▲❡❡✲❈❛rt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧s ❯s✐♥❣

■t❛❧✐❛♥ ❉❛t❛✳

❙❛♠✉❡❧ ◆♦❝✐t♦
∗

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲
❉♦✇❞ ♠♦rt❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ■t❛❧✐❛♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s♣❛♥
t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✷✵✶✻✲✷✵✻✵✳ ❚❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❞❛t❛ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐s✲
t✐❝s ■♥st✐t✉t❡ ✭■❙❚❆❚✮ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ s♣❛♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✵✲✷✵✶✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡
s✐♠♣❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ s❤♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ r✐s❦ ✐♥ ❛♥♥✉✐t② ♣❡♥s✐♦♥ ♠❛r❦❡t✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡
❧✐❢❡✲❡①♣❡❝t❛♥❝② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ■❙❚❆❚ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱
s❤♦✇✐♥❣ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ✐♥ ♣r❡✈✐s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥✲
❞❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡s✉❧t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✲❝❤♦♦s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss r✐s❦✱
❛♥❞ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ✉s✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡♥s✐♦♥ ♣♦❧✐❝② s❝❡♥❛r✐♦✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡
r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ♠♦rt❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛tt❡♠♣ts t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛❞♦♣t❡❞✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ■ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦rt❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛s❡t r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡
■t❛❧✐❛♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ■ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■❙❚❆❚ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ❝❤♦s❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱
t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s❀ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
r❛t❡ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ❛s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡ ❧♦❣✐t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦rt❛❧✐t② ♦❞❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ■❙❚❆❚ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r
♠♦❞❡❧✿ t❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ t♦ s❝r✉t✐♥✐③❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❞❛t❛s❡t ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✲
❥❡❝t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞s ❢♦r

∗●r❛❞✉❛t❡❞ st✉❞❡♥t ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✉❞✐❡s ♦❢ ❚✉r✐♥ ✭■t❛❧②✮✱
❛❛ ❛▼❛st❡r ❞❡❣r❡❡ ✐♥ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ■♥s✉r❛♥❝❡✳
❛❛ ❛❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛❞❞r❡ss✿ s❛♠✉❡❧✳♥♦❝✐t♦❬❛t❪❣♠❛✐❧✳❝♦♠

✶

samuel.nocito@gmail.com


t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ♠❛❧❡ ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ■ ✉s❡❞ t❤❡ ❊①❝❡❧
s♣r❡❛❞s❤❡❡t ♥❛♠❡❞ ✬❈❇❉ ♠♦❞❡❧ ▼✺ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳①❧s♠✬✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❆✳ ❈❛✐r♥s✱ ❉✳ ❇❧❛❦❡
❛♥❞ ❑✳ ❉♦✇❞ ♦♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ✇❡❜ s✐t❡✶✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ■ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▼❛t❧❛❜❀ ❛ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ❝♦❞❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ✐♥❞❡❡❞✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts str❡ss❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦
t❤❡ str❡❛♠ ♦❢ ❞❛t❛ ❝❤♦s❡♥✿ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
s❤♦✇❡❞ ❜❡tt❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❞❡rs t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ■❙❚❆❚✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥s✐♦♥ ♣♦❧✐❝② s❝❡♥❛r✐♦✱
✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ ❛♥② ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
✜rst ❧✐tt❧❡ st❡♣s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ♠♦❞❡❧ r✐s❦ ✐♥ ♣❡♥s✐♦♥s✳

✶ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♣❡♥s✐♦♥s

❚❤❡ ♣❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❛♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣❡♥s✐♦♥ ♣♦❧✲
✐❝②✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♥❡✇ ♣❡♥s✐♦♥ r❡❢♦r♠s ❬❲❤✐t❡❤♦✉s❡ ❛♥❞ ◗✉❡✐ss❡r✱ ✷✵✶✷❪ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ✜t
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ r✐s❦ s❤❛r✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❢♦r❡❝❛st
♦❢ t❤❡ ♣❡♥s✐♦♥❡rs✬ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❬❲❤✐t❡❤♦✉s❡✱ ✷✵✵✼❪ ❜❡❝❛♠❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥s✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❧♦♥❣❡✈✐t② r✐s❦✱ t❤❛t ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛
s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❛t❤s ❢r♦♠ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✾✵✬s✱
t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ✇❛s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣❛②✲❛s✲②♦✉✲❣♦ ❞❡✜♥❡❞✲❜❡♥❡✜t ✭❉❇✮
♣❡♥s✐♦♥ ♣❧❛♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ tr❡❛t♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣❡✈✐t② r✐s❦✳ ❚❤❡ r❡t✐r❡♠❡♥t ❛❣❡s
✇❡r❡ ✻✵ ❢♦r ♠❡♥ ❛♥❞ ✺✺ ❢♦r ✇♦♠❡♥✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❘✐❢♦r♠❛ ❆♠❛t♦ ✭✶✾✾✷✮ ❞✐❞ t❤❡
r❡t✐r❡♠❡♥t ❛❣❡s s❦✐♣ t♦ ✻✺ ❛♥❞ ✻✵✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡♥s✐♦♥
str✉❝t✉r❡ ✇❛s ✉♥❢❛✐r ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ✉♥s✉st❛✐♥❛❜❧❡✱ ✐♥ ✶✾✾✺ ✲ ✉♥❞❡r t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❣♦✈❡r♥✲
♠❡♥t ♦❢ ❉✐♥✐ ✭▲❛✇ ✸✸✺✴✾✺✮✲ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ♣❛rt✐❛❧❧② s✇✐t❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❉❇ t♦ ❛
♥♦t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞✲❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭◆❉❈✮ ♣❧❛♥✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t t❤❡ ♣❛②✲❛s✲②♦✉✲❣♦ str✉❝t✉r❡
❬❇r❛♠❜✐❧❧❛✱ ✷✵✶✷❪✳ ❚❤✐s r❡❢♦r♠ ✇❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠
❞✉❡ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧ ❛❝❝♦✉♥ts✱ t❤❡ r❡t✐r❡♠❡♥t ❛♥✲
♥✉✐t✐❡s ✇❡r❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❢❡✲❡①♣❡❝t❛♥❝②✳
❚❤❡ ◆❉❈ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇s ❡♠♣❧♦②❡❡s t♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ✲ ❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ●❉P ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✲
t❤❡✐r ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♥♦t✐♦♥❛❧ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛♥♥✉✐t②
❛t r❡t✐r❡♠❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛♥♥✉✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❬❋♦r♥❡r♦ ❛♥❞ ❈❛st❡❧❧✐♥♦✱ ✷✵✵✶❪✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✳

P✐s❝♦♣♦ ❬✷✵✶✶❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❉❈ ♣❡♥✲
s✐♦♥ ❜❡♥❡✜ts ❛t r❡t✐r❡♠❡♥t ❛❣❡ x✿

P (x) =

[

ca +
a−1
∑

i=1

ci

a−1
∏

j=1

(1 + ḡj)

]

δx ✭✶✮

✶❤tt♣✿✴✴❝❜❞♠♦❞❡❧✳❝♦♠✴

✷
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✇❤❡r❡ ci ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦❡r ❛t s❡♥✐♦r✐t② i✱ a ✐s t❤❡ s❡♥✐♦r✐t② ❛t
r❡t✐r❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ②❡❛rs ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❧✐❢❡✮✱ ḡj ✐s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢
t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ●❉P ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛st ✺ ②❡❛rs ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤❡ s❡♥✐♦r✐t② ②❡❛r j❀ ✜♥❛❧❧②✱ δx ✐s t❤❡ r❡t✐r❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t
❛❣❡ x✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✿

δx =

[Ω−x
∑

t=0

E[✶Tx≤t
]P t+1

0

]

−1

✭✷✮

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥✐t❛r② ❛♥♥✉✐t② r❡✈❡rt✐❜❧❡
t♦ t❤❡ s♣♦✉s❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛❜♦✈❡ Tx ✐s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡❞
x✱ ✇✐t❤ Ω r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✜♥❛❧ ❛❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✶Tx≤t

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
✐♥❞✐❝❛t♦r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❡①♣r❡ss❡s ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡❞ x ❛t t✐♠❡ ✵ ✇✐❧❧
s✉r✈✐✈❡ ❛t ❧❡❛st t ♠♦r❡ ②❡❛rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿

E[✶Tx≤t
] = E[tpx] =

lx+t

lx
✭✸✮

✇❤❡r❡ tpx ✐s t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❛❣❡ x + t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛❧✐✈❡ ❛t ❛❣❡ x

❛♥❞ lx ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉r✈✐✈♦rs ❛t ❛❣❡ x✳ ■♥ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❡♥s✐♦♥ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ♥❡❝❡ss❛r②
❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❡❛t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ♣❡♥s✐♦♥s✷✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡
t❤❛t ♠♦rt❛❧✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ❛❧t❡r t❤❡ ❛♥♥✉✐t② ✈❛❧✉❡s ❬❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳

Pr♦❥❡❝t❡❞ ❞❡❛t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦rt❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡tt❡r ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ✐s tr✉❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❈❛✐r♥s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❡✐❣❤t ❡①✐st✐♥❣ ♠♦rt❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✭❇■❈✮❀ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛s❡t✱ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ✜t ❜❡t✲
t❡r t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❆❧s♦ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠♦❞❡❧ r✐s❦ ♦♥ ❛♥♥✉✐t②
♣r✐❝✐♥❣ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦rt❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❇■❈ ❛♥❞
❛❧s♦ t❤❡ ▼❡❛♥ ❆❜s♦❧✉t❡ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ❊rr♦r ✭▼❆P❊✮ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♦❢ ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✮ ✐s ❛♥♦t❤❡r
✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s ❬❉❛♥❡s✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❛♥❞ t❤❡
❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❇■❈ ❛♥❞ t❤❡ ▼❆P❊✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❢❡✲❡①♣❡❝t❛♥❝② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■❙❚❆❚✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s✱ ✐t s❡❡♠s✱ ❝♦✉❧❞ ♣♦s❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦✉t❧♦♦❦s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
❞❛t❛ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✷❉❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ■t❛❧✐❛♥ ❢♦r♠✉❛❧❡ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② P✐s❝♦♣♦ ❬✷✵✶✶❪✳

✸



✷ ❉❛t❛ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞❛t❛s❡ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■❙❚❆❚✸ ✭▼♦rt❛❧✐t② ❚❛✲
❜❧❡s✮✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❛t❛ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥
✶✾✽✵✲✷✵✶✷❀ ■ ❝❤♦s❡ t♦ ❞✐s❝❛r❞ ♦❧❞❡r ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❜✐❛s❡s ❞✉❡ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❤✐st♦r✲
✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛✛❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts ✭❡✳❣✳ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ♦♥ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ❞✐s❡❛s❡s✱
♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡✈❡♥t✐❡s✮✳

■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ▲❈ ❛♥❞ t❤❡ ❈❇❉ ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈✐♥❣
❛s r♦✇ ✐♥❞❡① t❤❡ ❛❣❡ x ❛♥❞ ❛s ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡① t❤❡ ②❡❛r t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r
♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛❝t✉❛r✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s dx ❛♥❞ Lx❀ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧
♥❡❡❞s ♦♥❧② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ qx✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❛t❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧❛st
❛❣❡ w ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ w = 105 ❢♦r
t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ w = 110 ❢♦r t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡s
r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧♦s❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❈❇❉ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛
❣♦♦❞ ♠♦rt❛❧✐t② ♣r❡❞✐❝t♦r ❛t ❤✐❣❤❡r ❛❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐❢❡✲❡①♣❡❝t❛♥❝✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡
❛❣❡ x = 65✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❧❡ ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤
❡①❝❡♣t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥st❡❛❞ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❞❡rs ✉♥✐✜❡❞
❧✐❢❡ t❛❜❧❡✳

✸ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠♦❞❡❧

■ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡❡ ❛♥❞ ❈❛rt❡r ❬✶✾✾✷❪✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿

mx(t) = eαx+βxkt+εx,t ✭✹✮

✇❤❡r❡ mx(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❛t❡ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ❛t ❛❣❡ x ❛♥❞ ❛t t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✿

mx(t) =
dx(t)

Lx(t)

✇✐t❤ dx(t) ❛♥❞ Lx(t) ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■❙❚❆❚✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡ x ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ 0 ≤ x ≤ 105✱ ❛♥❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ②❡❛r t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ 1980 ≤ t ≤ 2012✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ✐ts ❧♦❣❛r✐t❤♠s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿

lnmx(t) = αx + βxkt + εx,t

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✿

✸❤tt♣✿✴✴❞❡♠♦✳✐st❛t✳✐t✴✉♥✐t❛✈✷✵✶✷✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧❄❧✐♥❣✉❛❂✐t❛ ✭❖❜s❡r✈❡❞ ❧❛st t✐♠❡ ✐♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✺✮

✹
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• kt t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ❛t t✐♠❡ t❀

• αx r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡♥❞ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛t ❛❣❡ x❀

• βx r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡♥❡ss ✐♥ ♠♦✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r kt❀

• t❤❡ ❤♦♠♦s❦❡❞❛st✐❝ ❡rr♦r t❤❡r♠ εx,t✱ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ tr❡♥❞s ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✵ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

ε ✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❖r❞✐♥❛r② ▲❡❛st ❙q✉❛r❡

✭❖▲❙✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ✜♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❈♦♥str❛✐♥ts✿
xm
∑

x=x1

bx = 1 and

tn
∑

t=t1

kt = 0 ✭✺✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ α̂x✱ ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ LS(α, β, k) =

∑

x

∑

t(ln[mx(t)] − αx − βxkt)
2 ✱ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ αx✳ ❚❤❡♥✱ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ✇❡ ❣❡t✿

âx =
1

tn − t1 + 1

∑

t

lnmx(t) ✭✻✮

✇✐t❤ t = t1, ..., tn = 1980, ..., 2012 ❛♥❞ x = x1, ..., xm = 0, ..., 105✳

❆s ✐t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r αx ✇❛s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❛t❡ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ♦✈❡r t✐♠❡ t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ β̂x ❛♥❞ k̂t ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs βx ❛♥❞ kt ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣
t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Z ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts (ln[mxi

(tj)] − αxi
)✱ ✇✐t❤

i = 0, ...105 ❛♥❞ j = 1980, ...2012✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ Z = USV T ✱
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✐t ❢♦❧❧♦✇s✿

b̂x =
~u1

∑xm−x1+1
j=1 u1j

✭✼✮

k̂t = ~s1

(

xm−x1+1
∑

j=1

u1j

)

~vT1 ✭✽✮

✇❤❡r❡✿

• ~u1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
ZZT ❀

• ~v1 ✐s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ZTZ❀

✺



• ✜♥❛❧❧②✱ ~s1 ✐s ❛ s✐♥❣❧❡✲❡❧❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡✐t❤❡r
U ♦r V ♠❛tr✐❝❡s✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♠❛♥② s❝❤♦❧❛rs ❬❇❛r✉❣♦❧❛ ❛♥❞ ▼❛❝❝❤❡r♦♥✐✱ ✷✵✶✹❪ ✉s✉❛❧❧② r❡❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ t✐♠❡
✐♥❞❡① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❛t❤s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ r❡❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❛s ❛✈♦✐❞❡❞ ❤❡r❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs k̂t
❞✐❞ ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛t ✭✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞✿

a∗x = âx + b̂xk̄ ✭✾✮

b∗x = b̂x

(

xm−x1+1
∑

j=1

b̂1j

)

✭✶✵✮

k∗t = (k̂t − k̄)
(

xm−x1+1
∑

j=1

b̂1j
)

✭✶✶✮

✇❤❡r❡ k̄ = 1
tn−t1+1

∑tn
t=1 k̂t ✐s t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ k̂t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ t✱ ❛♥❞

(

∑xm−x1+1
j=1 b̂1j

)

✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ b̂✱ ✇❤✐❝❤ s✉♠ t♦ ✶✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜❣✉r❡s ❜❡❧♦✇ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ tr❡♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs α∗

x✱ β
∗

x ❛♥❞ k∗t ✳ ■♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k∗t ✱ s❤♦✇s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠♦rt❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❝❝✉rr❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❣r❛♣❤s r❡❢❡rr❡❞ t♦
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β∗

x s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❞❡rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠❛❧❡ ♣♦♣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❤❛❞ ❛ ♠♦rt❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡ x = 30 t♦ t❤❡ ❛❣❡ x = 65
✭✐✳❡✳ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛❧❡ ❝✉r✈❡ ❛t ❛❞✉❧t ❛❣❡s✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛❞
❣r❡❛t❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❣❡s 60 ≤ x ≤ 85 ✭✐✳❡✳ ♦❧❞ ❛❣❡s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜♦t❤
❣❡♥❞❡rs ♣r❡s❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛t ❜✐rt❤✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ▲❈ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❡♥❞ ♦❢ α∗

x✱ β
∗

x ❛♥❞ k∗t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭▼❛❧❡✮✳

✻



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ▲❈ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❡♥❞ ♦❢ α∗

x✱ β
∗

x ❛♥❞ k∗t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❋❡♠❛❧❡✮✳

❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦rt❛❧✐t②

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❛♥❞♦♠ ❲❛❧❦ ✇✐t❤ ❉r✐❢t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ t✐♠❡
✐♥❞❡① kt✿

kt = kt−1 + d+ εt with εx,t ∼ N (0, 1);E(εs, εt) = 0 ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞r✐❢t d ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✿

d̂ =
(k∗T − k∗1)

tn − t1
✭✶✸✮

✇✐t❤ k∗T ❛♥❞ k∗1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts k1n ❛♥❞ k11 ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❡❝t♦r
k∗t = [k∗t1, ..., k

∗

tn]✳

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ ♦❢ t❤❡ ❘❲❉ ♠♦❞❡❧✱ ■ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
kt ❛t t✐♠❡ T +∆t ❛s ✐t ❢♦❧❧♦✇s✿

k̂T+∆t = k∗T + (∆t)d̂+
√
∆tεt ✭✶✹✮

❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✇❡ ❣❡t✿

E
[

k̂T+∆t

∣

∣k∗1, ..., k
∗

T

]

= k∗T + (∆t)d̂

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❛t❡s
♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ❛s ✐t ❢♦❧❧♦✇s✿

ln
[

m̂x,T+∆t

]

= a∗x + b∗x
[

k∗T + (∆t)d̂
]

❛♥❞ s♦

m̂x,T+∆t = ea
∗
x+b∗x

[

k∗
T
+(∆t)d̂

]

✭✶✺✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡s ✇❡r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡
❘❡❡❞ ❛♥❞ ▼❡rr❡❧❧ ❬✶✾✸✾❪ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

nqx(t) = 1− e−n
(

mx(t)
)

−n30.008
(

mx(t)
)2

✭✶✻✮

✼



❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞s ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✮
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ②❡❛rs ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ 2016 ≤ t ≤ 2060✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ♠❛❧❡
❛♥❞ t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ▼❛❧❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❋❡♠❛❧❡ ✭r✐❣❤t✮ ♠♦rt❛❧✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❝✉r✈❡s✱ ❛r❡ ♦♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s✳ ❚❤✐s ❞②♥❛♠✐❝✱ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♠♦rt❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ▲♦✇❡r ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❞❡❛t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t ❡❛❝❤
❛❣❡✱ ✐♥❞❡❡❞✳

✹ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧

■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❛✐r♥s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ❛❣❡s❀ t❤❡
❛❣❡ x ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ 0 ≤ x ≤ 110 ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ✶✾✽✵✲✷✵✶✷✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡❢❡r ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② t♦ ❡✈❡r② ❛❣❡ x ≥ 60✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❡q✉❛t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

ln

[

qx,t

px,t

]

= k
(1)
t + k

(2)
t (x− x̄) + εx,t

✇❤❡r❡

• k
(1)
t ❛♥❞ k

(2)
t ❛r❡ t✇♦ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t✇♦ t✐♠❡ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧❀

• qx,t ❛♥❞ px,t r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞❡❛t❤ ❛♥❞ t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛t t✐♠❡
t ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡❞ x❀

• ln

[

qx,t
px,t

]

= ln (φx) = logit qx,t ✐s t❤❡ ❧♦❣✐t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ qx,t✱ ✇✐t❤ φx r❡♣r❡s❡♥t✲

✐♥❣ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ♦❞❞s ❀

✽



• x̄ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❣❡s✱ t❤❡♥ x̄ = 55 ✳

• εx,t ✐s t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ t❤❛t ❡♥❝❧♦s❡s t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ tr❡♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t
❡①♣r❡ss✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠s ❛r❡ ✐✳✐✳❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ◆♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥
0 ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

ε ✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡① k
(1)
t ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ❛✛❡❝ts ❡✈❡r② ❛❣❡ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ✇❛② ❛♥❞ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ❛t t✐♠❡ t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ✐t ❞❡❝❧✐♥❡s
♦✈❡r t✐♠❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛t ❛❧❧ ❛❣❡s✳

❚❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡① k
(2)
t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿ ❡✈❡r② ❛❣❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞

❜② t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r❡❛t❡r ❛t ❧♦✇❡r ❛❣❡s t❤❛♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ❛❣❡s✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♣❡r✐♦❞ t❡r♠ k
(2)
t ✇♦✉❧❞ ❜❡

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐t ♦❢ ❞❡❛t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❣❛✐♥st
❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ st❡❡♣ ❛s ✐t s❤✐❢ts ❞♦✇♥✇❛r❞s ♦✈❡r t✐♠❡ ❬P✐t❛❝❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳❚❤❡
♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❈❇❉ ♠♦❞❡❧ ✇❡❜s✐t❡✹ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❛✐r♥s ❡t ❛❧✳

❚❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ❜❡❧♦✇✱ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ tr❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs k̂
(1)
t ❛♥❞

k̂
(2)
t ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❢♦r ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ❈❇❉ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡①❡s k̂
(1)
t ❛♥❞ k̂

(2)
t ✭▼❛❧❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ ❈❇❉ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡①❡s k̂
(1)
t ❛♥❞ k̂

(2)
t ✭❋❡♠❛❧❡✮✳

✹ ❤tt♣✿✴✴❝❜❞♠♦❞❡❧✳❝♦♠✴❡st✐♠❛t✐♦♥✳❤t♠❧

✾
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❆s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✭✹✮ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r k̂
(1)
t

✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t②
❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k̂
(2)
t ❤❛❞ ❜❡❡♥ q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ ✷✵✵✷✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡ t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ k̂
(2)
t tr❡♥❞✿ ✐t

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✲ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ✲ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r❡❛t❡r ❛t ❧♦✇❡r
❛❣❡s t❤❛♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ♦♥❡s ❬P✐t❛❝❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♠♦rt❛❧✐t② ❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞
♠♦r❡ ❢♦r ❛❣❡s ❢r♦♠ ✻✵ t♦ ✼✵ t❤❛♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ❛❣❡s ✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❛❧❦❡✲❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✭✻✮ ❜❡❧♦✇✱ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r
t❤❡ ♠❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② ❛❣❡ 60 ≤ x ≤ 110✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲❉♦✇❞ ♠♦rt❛❧✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✿ ▼❛❧❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❋❡♠❛❧❡ ✭r✐❣❤t✮✳

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s✱ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❝✉r✈❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❣❡♥❞❡rs s❤♦✇ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♣❡❛❦s ❛t t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✻✺ ❢♦r ✇♦♠❡♥ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✼✵ ❢♦r ♠❡♥✳ ❚❤❡s❡ ♣❡❛❦s ❛r❡
❛♥♦♠❛❧✐❡s t❤❛t ❝❡rt❛✐♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❧✐❢❡✲❡①♣❡❝t❛♥❝✐❡s✱ ❛♥❞
❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛② ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ✇♦r❦❡❞ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❈❇❉ ❢♦r❡❝❛st
♠♦rt❛❧✐t② ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♦t❤❡r✱ str❡ss✐♥❣ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t
♦❝❝✉rr❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ②❡❛r ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t✱ t❤❡
❝✉r✈❡ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✻ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✲✻ ❢♦r ✇♦♠❡♥ ❛♥❞ ✲✺ ❢♦r ♠❡♥✱
str❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❞❡rs✳

✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞s ❝♦✈❡r ❛❧❧ ❛❣❡s x ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ 0 ≤ x ≤ 105✱
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts s❝r✉t✐♥✐③❡s t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛❣❡s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲
❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s 60 ≤ x ≤ 110✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❣r❛♣❤s ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❈❇❉ ❝✉r✈❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ▲❈ ♦♥❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡
❛❣❡s ❢r♦♠ ✶✵✻ t♦ ✶✶✵ t❤❛t t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ■ ❞❡❝✐❞❡❞
t♦ t❛❦❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ②❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ✷✵✶✻✲✷✵✻✵✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ②❡❛r ✷✵✷✹ ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✶✷ ②❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❈❇❉ ✈s ▲❈✿ ❋❡♠❛❧❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ▼❛❧❡ ✭r✐❣❤t✮ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞s

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲❉♦✇❞ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ❝❛s❡ s✉❣❣❡st ❣r❡❛t❡r ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t② ❛t t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✻✵ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❝✉r✈❡s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡s 70 ≤ x ≤ 80 ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❝♦♥✈❡①
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❇❉ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❝♦♥✈❡① ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❛t ✐♥t❡r✈❛❧ s✉❣❣❡st
❜❡tt❡r ♠♦rt❛❧✐t② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲
❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❧❡ ❝❛s❡ s❤♦✇ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡
♣❛t❤s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❈❇❉
❝✉r✈❡s ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡rr♦r ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✼✵ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ ②❡❛r t♦
②❡❛r✳ ❚❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❝✉r✈❡s ♣r❡s❡♥t ❡rr♦rs ❛t t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✾✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛t ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❛❣❡s✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❛t t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✻✵ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ❝❛s❡ ♦♥❡s✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❡①❝❧✉✲
s✐✈❡❧② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐❢❡✲❡①♣❡❝t❛♥❝✐❡s✱ s✐♥❝❡ ■❙❚❆❚ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❝❧♦s❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❞❡❛t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧✐❢❡✲❡①♣❡❝t❛♥❝② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡s ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥✱ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
❛❝t✉❛r✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✭✶✮ ❜❡❧♦✇✱ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❧✐❢❡✲❡①♣❡❝t❛♥❝② ❢♦r ✇♦♠❡♥ ❛♥❞ ♠❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✐♠❡ st❡♣s ♦❢ ❡✐❣❤t ②❡❛rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ str❡ss t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐❢❡ s♣❛♥✳ ■♥ t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❝✉r✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ■❙❚❆❚ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst
❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ st❛rts ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✹✵✱ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥ts s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ▲❈ ❝✉r✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡
▲❡❡✲❈❛rt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ❧✐❢❡✲❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ✜rst
②❡❛rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■❙❚❆❚✳
▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✶✮ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡
❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✶ ♠♦♥t❤s ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ❈❇❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✻✳
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❚❛❜❧❡ ✶✿ ▲✐❢❡✲❊①♣❡❝t❛♥❝② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛t ❛❣❡ ✻✺✿ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts✳

❋❡♠❛❧❡ ✭❆❣❡❞ ✻✺✮ ▼❛❧❡ ✭❆❣❡❞ ✻✺✮

❨❡❛r ▲❈ ❈❇❉ ■❙❚❆❚ ❨❡❛r ▲❈ ❈❇❉ ■❙❚❆❚

✷✵✶✻ ✷✷✳✺ ✷✶✳✽ ✷✷✳✼ ✷✵✶✻ ✶✾✳✵ ✶✽✳✻ ✶✾✳✶
✷✵✷✹ ✷✸✳✻ ✷✸✳✵ ✷✸✳✽ ✷✵✷✹ ✷✵✳✶ ✶✾✳✽ ✷✵✳✵
✷✵✸✷ ✷✹✳✻ ✷✹✳✶ ✷✹✳✼ ✷✵✸✷ ✷✶✳✶ ✷✵✳✾ ✷✵✳✾
✷✵✹✵ ✷✺✳✻ ✷✺✳✷ ✷✺✳✺ ✷✵✹✵ ✷✷✳✶ ✷✷✳✵ ✷✶✳✼
✷✵✹✽ ✷✻✳✻ ✷✻✳✷ ✷✻✳✸ ✷✵✹✽ ✷✸✳✵ ✷✸✳✵ ✷✷✳✸
✷✵✺✻ ✷✼✳✺ ✷✼✳✷ ✷✼✳✺ ✷✵✺✻ ✷✸✳✾ ✷✹✳✵ ✷✷✳✾
✷✵✻✵ ✷✼✳✾ ✷✼✳✻ ✷✼✳✸ ✷✵✻✵ ✷✹✳✸ ✷✹✳✹ ✷✸✳✷

❋✐❣✉r❡ ✭✽✮ ❜❡❧♦✇✱ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ■❙❚❆❚ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♥❞
t❤❡ ❧✐❢❡✲❡①♣❡❝t❛♥❝② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ♠❛❧❡ ❣r❛♣❤ ❜❡❧♦✇✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❈❇❉ ❝✉r✈❡ ❞✐✈❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs ✉♥t✐❧ t❤❡
②❡❛r ✷✵✸✻ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❛t ②❡❛r✱ ✐t ❝♦♥✲
✈❡r❣❡s ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❝✉r✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✸✵
✭✷✵✷✽ ❢♦r t❤❡ ▲❈ ❝✉r✈❡✮ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❞✐✈❡r❣❡ ✲✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r
❞②♥❛♠✐❝✲ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ■❙❚❆❚ ❝✉r✈❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❜✉ttr❡ss❡s t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡
❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✇♦♠❡♥ ❛♥❞ ♠❡♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡s❡
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛
❝❤♦♦s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss r✐s❦ ✭✐✳❡✳ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡t ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ✐s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛s❦✿ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❛t❛s❡t t♦ ✉s❡✦❄

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ▲✐❢❡✲❊①♣❡❝t❛♥❝② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❛♥❞ t❤✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r✐s❦ ✐♥
♠♦rt❛❧✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞❛t❛s❡t✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❧❡❛❞ t♦
❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ❜❡tt❡r ✜t t❤❡ r❡❛❧✐t② r❡♣r❡s❡♥t ❛

✶✷



r✐s❦ ✐♥ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ■❙❚❆❚ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ■❙❚❆❚ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡✐t❤❡r ❞♦❡s ✐t ❣✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ✭✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❛❣❡s ❛♥❞ ②❡❛rs✮ ❢♦r t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠♦❞❡❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆❡❡❞❧❡ss t♦ s❛② t❤❛t ✇✐t❤ ♥♦ ❝❡rt❛✐♥t②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss❡rt t❤❛t ❛❧❧
t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❈❛✐r♥s✲❇❧❛❦❡✲❉♦✇❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②
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